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摘 X 高 可 靠 性 产品 的 可 靠 性 试验 很 难 获得 样品 失效 的 数据 ， 可 靠 性 参数 估计 涉及 无 失效 数据 分 
析 ，Bayes 方 法 是 处 理 无 失效 数据 分 析 的 有 力 方法 。 多 层 Bayes 参数 估计 涉及 到 Beta 函数 比 的 
积分 。 利 用 Gamma 函数 比 不 等 式 ， 导 出 Beta 函数 比 不 等 式 及 Beta 函数 比 的 积分 不 等 式 ， 证 明 
了 无 失效 数据 下 失效 概率 的 也 Bayes 估计 与 多 层 Bayes 估计 渐 近 相等 ， 且 给 出 多 层 Bayes 估计 值 
4T E Bayes 估计 值 的 一 个 充分 条 件 。 
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在 可 靠 性 试验 中 ， 对 高 可 靠 性 产品 进行 定时 截 尾 试验 ， 在 规定 的 试验 时 间 内 往往 没有 样 
品 失效 ， 获 得 的 数据 为 无 失效 数据 。 基 于 无 失效 数据 的 可 靠 性 参数 估计 对 高 可 靠 性 产品 的 可 
靠 性 研究 具有 重要 的 理论 和 应 用 价值 。Martz 和 Waller 在 1979 年 对 无 失效 数据 进行 Bayes 分 
析 叫 ， 蔓 诗 松 ， 罗 朝 斌 ， 张 忠 占 ， 杨 振 海 在 1989 年 对 无 失效 数据 进行 分 析 P3， 赵 海兵 ， 程 依 
明 在 2004 年 对 指数 分 布 场合 下 失效 数据 的 统计 分 析 和 由， 张志华 ， 姜 礼 平 在 2004 年 对 正 态 分 布 
场合 下 失效 数据 的 统计 分 析 回 。 韩 明博 士 对 无 失效 数据 进行 了 系统 的 研究 69]， 所 作 专 著 是 
这 一 研究 成 果 的 总 结 。 无 失效 数据 的 可 靠 性 参数 多 层 Bayes 估计 涉及 Beta 函数 比 的 积分 ， 往 
往 给 出 数值 算 例 说 明 ， 其 性 质 研究 较 少 。 韩 明 由 数值 算 例 分 析 给 出 关于 无 失效 数据 的 可 靠 性 
参数 多 层 Bayes fll E Bayes 估计 性 质 的 三 个 命题 (文献 [6] 中 命题 2.1， 命 题 3.1， 命 题 6.1)。 文 
RR [7-10] 给 出 失效 率 的 性 质 (命题 2.1) 的 数学 证 明 ， 文 献 [11] 给 出 可 靠 度 的 性 质 (命题 6.1) 的 数 
学 证 明 。 本 文 给 出 失效 概率 的 性 质 (命题 3.1) 的 数学 证 明 。 

设 某 产品 的 寿命 为 T， 对 产品 进行 m 次 定时 截 尾 试 验 ， 结 果 所 有 样品 无 一 失效 ， 获 得 的 
ERARA (niti), 49 1,2,… m, tilti < ta <- <tm) 为 第 i 次 定时 截 尾 试验 的 截 尾 时 
间 ， 相 应 的 试验 样品 数 为 n;， 在 时 刻 t 处 的 失效 概率 为 p; = P (T < ts)。 若 获得 失效 概率 的 估 
计 场 ， 则 可 得 寿命 分 布 参数 估计 ， 从 而 求 得 可 靠 度 的 估计 。 若 pi; 的 先 验 分 布 为 Beta 分 布 ， 其 
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其 中 0<m < 1, a>0,5>0， a 和 4b 为 超 参 数 。 
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7j Beta 函数 。 

"10 < a < 1 b» Lf, m(p;|a,5) X pi II SEVERE WEL zt e ARE BIA 
要 求 。 尾 部 越 细 的 先 验 分 布 会 使 Bayes 估 计 的 稳健 性 越 差 ， 因 此 在 0 < a < 1 时 ,5 不 宜 过 
大 ， 设 5 的 上 界 为 c(c > 1 为 常数 )。 超 参数 a 和 5b 的 取 值 范围 为 区 域 D = (0,5) | 0 < a < 
1,，1 < 5 < c}。 设 a 的 先 验 分 布 为 (0,1) 上 的 均匀 分 布 ， 5 的 先 验 分 布 为 (1,c) 上 的 均匀 分 布 ， 
记 x(a, 如 为 4 与 5 的 先 验 联 合 密度 ， 令 si = 丑态 ， 则 在 和 1 独立 时 ，m 的 多 层 先 验 密度 函数 
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其 中 0 < pi «1. p; 的 多 层 Bayes 估计 de Bayes Mes : [6] 
ds 
Pine 7 fo Badadb ' 

pi If] E Bayes 估计 (Expected Bayes Estimation) 如 下 [6]。 


定理 1 对 某 产品 进行 m 次 定时 截 尾 试验 ， 结 果 所 有 样品 无 一 失效 ， 获 得 的 无 失效 数据 
A (nist), 1 = 1,2, ,m, 碌 为 第 i 次 定时 截 尾 试验 的 截 尾 时 间 ， 相 应 的 试验 样品 数 为 n， 


记 si = 2 nj» TERTIA t; (ti < to <… < tm) 处 失效 的 概率 为 p; = P(T € t). E p Iz 


度 函数 由 (1 ) 给 出 ， 则 有 
(i) 在 平方 损失 下 ，zi 的 Bayes 估计 为 
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(i) 老 w 和 b 在 区 域 刀 上 的 先 验 分 布 为 均匀 分 布 ， 则 产 的 也 Bayes 估计 为 


Digg = 一 HE Pip(a, bn (a, b)dadb — 7 /l, sr. dado. 


文献 [6] 中 命题 3.1 为 如 下 定理 。 
定理 2 在 定理 1 和 式 (2) 中 ,，p; 的 EBayes TW Pann. 和 zi 85 & EZ Bayes fiit Di jj p 满足 : 
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为 证 明定 理 2， 先 给 出 一 些 有 用 的 引 理 。 
2 5# 


引 理 1 s; 为 正 整数 ，o 和 5 为 实数 ， 当 0 acl, b» 18i 
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证 明  Elezovic 等 证 明了 两 个 Gamma PR ft EC BA A UI 


dp SOS a FU bo TREO < bg « a « bo 4- 1, Hz» -bo. 车 bo = 0， 则 (3) 式 变 为 


(a. = 3 ud « 


其 中 实数 0<a< 1， 且 z > 0。 
取 z= > 1， 则 (4) 式 变 为 
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取 z = 十 si， 则 (4) 式 可 变 为 
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Hj Beta 函数 和 Gamma 函数 的 关系 式 
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将 (5) 式 和 (6) 式 代入 可 得 
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引 理 2 ”对 于 实数 c > 1 和正 整 数 s; > 1 4 
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383 对 于 实数 c > 1 和 正 整 数 s， 有 
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证 明 直接 计算 积分 即 可 证 。 
引 理 4 对 于 实数 8 > 0， 当 z > 8+4, A kle) = (z 一 1)(z - p? - $2? > 0。 


证 明 当 
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K(2) = (z — B (s — De- 8) - Fe = 3(s- —s P) aD 
k'(z) > 0, k(z) 是 严格 单调 递增 的 函数 ， 取 ro = 6 + 4， 显 然 有 
11 + 68 + V982 +786 +121 
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If k(xo) = 4:8(8—3)?-- 5(8—6)? +4> 0， 所 以 当 z > zo= 和 +4 时 ， 有 K(z) > k(zo) > 0。 
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引 理 5 对 于 实数 c > 1 和 正 数 s， 有 
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g(si) = (c- 1) — [c+ s;)? In 
证 明  g"(s;) < 0, g"(s;) 单调 递减 ， 而 
m. g" (si) — 0, 
Bi V g"(s;) > 0: g'(si) 单 调 递 增 ， mi lim g'(s;) = 0， 所 以 g (si) < 0: 9(si) 单 调 递减 ， 
Ti dim g(s:) = 0 所 以 g(si) > 0。 


3 ”主要 定理 的 证 明 
定理 2 的 证 明 () 一 -一 是 a 的 单调 增 函数 ， 是 5 的 单调 减 函 数 , 0<a < 1 1<b< 
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由 引 理 2 可 证 lim (c+ si)Piug 一 0， 由 引 理 3 可 证 lim (c+ Si)Pigp 一 1, 因此 存在 入 > 
0， 当 sj > NW, (c+ si)Pinn « (c+ si)figp: AT fug < Digg» 
下 面 进一步 探讨 N ARE. EE fige < 应 BB 成 立 ， 只 要 下 式 成 立 
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设 
c-Fl-4sj 2 -- sj 
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当 si > 2c>2 时 ， 可 证 
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显然 有 z > 0, 6 > 0， 则 


kg) = (m2 -1) (m) - (m 2) - e - ne - 8? ge. 


由 引 理 4 知 ， 当 x > 436 十 4 时 ， 即 当 


时 ，K(z) > 0。 此 时 也 有 si > 2c， 从 而 h(si) > 0。 又 由 引 理 5 知 ， g(si) > 0， 所 以 g(si) + 
h(si) > 0. MM Ping < Bigg RL Pt N TRAA (H) (c+ 1)e!* 一 c， 定 理 2 得 证 。 
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Properties of Hierarchical Bayesian and E Bayesian Estimations of 
the Failure Probability in Zero-failure Data 


WANG Jian-hua!?7, YUAN Li? 


(1- College of Mathematics and Statistics, Huazhong University of Science 
and Technology, Wuhan 430074; 2- Department of Mathematics, College of Science, 
Wuhan University of Technology, Wuhan 430070) 


Abstract: It is difficult to get the samples of the failure in a experiment for higher reliability pro- 
ductions, and its reliability parameter estimation involves the zero-failure data analysis. The Bayesian 
method is powerful for solving this problem. As we know, the hierarchical Bayesian estimation of a 
reliability parameter is an integral of Beta functions ratio. In this paper, an inequality about Beta 
functions ratio is induced, and an integral inequality of Beta functions ratio is established. We prove 
that the E Bayesian estimation of failure probability is asymptotic equal to its hierarchical Bayesian 
estimation in the zero-failure data, and give a sufficient condition on which the hierarchical Bayesian 
estimation of failure probability is less than the E Bayesian estimation. 

Keywords: failure probability; E Bayesian estimation; hierarchical Bayesian estimation; inequality 
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